CONTROLE DE RECHERCHE OPERATIONNELLE

1. CREUSER UNE RIVIERE ARTIFICIELLE A MOINDRE COUT — 3 PTS

C’est un probléme de plus court chemin. Il peut étre résolu par ’algorithme de Dijkstra, mais cela risque
d’étre long. Il vaut mieux utiliser ’équation de programmation dynamique, le graphe étant acircuitique. On
pouvait aussi le résoudre en supprimant progressivement les arcs “dominés” par des chemins dans le graphe.

Si on note 7(x) le cott minimal d’un chemin de s & x, on a

m(z) = yer}vli_n(w)(ﬂ(y) + c(yx)).

En appliquant cette formule de proche en proche, on obtient en mettant en indice le sommet précédent qui
minimise : 7(s) = 0, w(a) = 35, 7(b) = 8, w(c) = 95, w(d) = 21y, 7w(f) = 205, 7(k) = 24y, 7(g) = 264,
m(e) = 32q, m(1) = 44., w(h) = 294, w(l) = 37}, w(m) = 51;, m(n) = 54y, 7(0) = 59,, 7(q) = 38, 7(j) = 42,
m(r) = 554, m(p) = 58;, w(t) = 64,.

Le chemin optimal est s —a—b—d—e—j—p—t.

2. IDENTIFICATION DES TACHES CRITIQUES ET CALCUL DES MARGES D’UN PROJET DE CONSTRUCTION
D’UN PAVILLON — 4 PTS

On utilise la méthode vue en cours (équation de programmation dynamique).

Lona=0,15=01c=max(0+50+4) =5 np =5+10 = 15, gz = 0, np = 15 + 22 = 37, ne =
max (15422, 374+5) = 42, ng = max(15+22,04+3) = 37, n; = 15+3 = 18, n; = max(42+6, 3744, 1843) = 48.

2. La durée minimal du projet est 1y + 3 = 51.

3. On calcule 7'y la longueur du plus long chemin de X a Fin. On aura alors mx = 51 — 7y (cours).
=3, 1, =

4. Les marges sont (my = mx — nx)
mag =0, mp =
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3. VOYAGEUR DE COMMERCE ET PROGRAMMATION DYNAMIQUE — 6 PTS

1. Pour (X, v) tels que v € X C V'\ {s}, on note (X, v) le coit minimum d’une chaine élémentaire dont les
sommets sont {s} U X et dont les extrémités sont s et v. On a alors

| e(sv) si | X[ =1
m(X,v) = { min, e x\ (o3 (7(X \ {v},u) + ¢(uv)) sinon.

Pour trouver la meilleure chaine hamiltonienne d’extrémité s, il suffit alors de comparer les valeurs de 7(V, v)

pour tout v € V (les colits étant positifs, on n’a pas intérét a revenir en s).

2. C’est le nombre de couples (X, v) comme dans 1’énoncé. Il y en a

nf (" . 1>k = (n—1)2"2

k=1

3. Pour chaque état (X,v), le nombre d’additions est |X| — 1 (nombre de u possibles dans 1'équation de
programmation dynamique). D’ott un nombre d’opérations

i <”; 1>k(k 1) = (n—1)(n—2)2"%.
k=1

Enumérer toutes les solutions donne un nombre d’additions (n — 1)!(n — 1) ~ n! ~ v/27mn (%)n, ce qui est
incomparablement plus grand.

4. Pour n = 15, on compte 745’472 opérations, ce qui se fait en moins d’une seconde.

Pour n = 30, on compte 1.09 x 10'! opérations, ce qui se fait en 1.09 x 10° secondes, soit environ 30
heures. On ne peut résoudre cette instance en 1 jour, mais en une semaine oui.

Pour n = 45, on compte 8.32 x 10'° opérations, ce qui fait 8.32 x 10 secondes, soit environ 263 années.
Meéme en un siécle on ne parvient a résoudre cette instance.

5. On sait calculer la plus courte chaine hamiltonienne de s & v, pour tout v ¢ V. Il suffit alors de comparer
les valeurs de w(V,v) 4 ¢(vs) pour tout v.

4. ORDONNANCEMENT DE VOITURES SUR UNE CHAINE DE MONTAGE — 10 PTS

4.1. Cas général — 6 pts.

1. La fonction objectif est 31" pu; + Y 0o 2oit Yoliso-
2. Pour tout k, on doit avoir 2?21 Tk = Nk, et pour tout ¢ € {1,...,n}, on doit avoir Zkelc ik = 1.

3. On doit avoir ;. = Y ,cx €k,cTik Pour tout i € {1,...,n} et tout ¢ € C. De méme, on doit avoir
Zio = D ek Ok,oTik POUT tout i € {1,...,n} et tout o € O.

4. Il y a deux solutions. La premiére consiste & écrire Z;Jg;*l uj > 1 pour tout s € {1,...,n —r+1}. Clest
celle-1a que l'on retiendra. L’autre solution consiste & écrire Zji: Yje < rpour tout ¢ € {1,...,n—r} et
tout c € C.

5. On a pour tout ¢ et tout c les inégalités u; > ¥; c — Yit1,c €t Ui > Yit1,c — Yic. Par ailleurs, pour tout ¢ et
i+qo—1
0, 0N & V; o > § ;:Z Zjo — Do-



6. Le programme linéaire complet est alors

min Z?:}l pu; + Zoe(’) Z?;lqo YoVi,o
s.c. Z?:l zip=n;, k€K
Zkelcxixkzl ie{l,...,n}
Yie = D pei EheTik 1€ {1,...,n},ceC
Zio :Zkelc Skori 1€{l,...,n}hkek
Y > 1 ie{l, . n—r+1}
uizyi,c_yi+1,c iE{l,...,n—l},CEC
uivzyi+1,c*yi,c iE{l,...,’ﬂ*l},CEC
Vio > Y 2o —po 0€0ie {1, n—q,+1}
Wiy Yises Zisor Tisk € 10,1}
Vio € Z+.

7. On vérifie aisément que z; ;, = ni/n pour tout i et k est solution réalisable de ce programme. Montrons
que cette solution est également optimale. La condition sur les options assure que le terme “des options” de
la fonction objectif est nul. L’autre terme de la fonction objectif est alors égal & |[n/r|p. Or cette quantité est
aussi une borne inférieure car c’est la valeur du programme suivant obtenu en supprimant des contraintes :

n—1

min , D1 PUi
s.c. Z;Z*luj21 ie{l,....,n—r+1}
U; € {0, 1}.

La valeur optimale du relaché continu est donc bien |n/r]p. Cette borne est probablement de piétre qualité
car elle ne tient absolument pas compte des contraintes sur les options.

4.2. Cas particuliers — 4 pts.

4.2.1. Sir =400 et q, =2 pour tout o € O.

8. Chaque sommet correspond a une voiture distincte. Sur chaque aréte ij, on met le cott qu’aurait I’en-
chainement ij dans un ordonnancement des voitures. Comme il n’y a pas de contraintes sur les couleurs et
do = 2, le coiit total d’un ordonnancement ne dépend que des paires de voitures consécutives. Ce colt se
calcule de la maniére suivante :

cij =p X lvoitures i et j de couleurs différentes + E Yo X 1voitures i et j ont toutes deux l'option o et pp, =1
0O

Une chaine ouverte de plus petit cofit correspond & un ordonnancement réalisable de plus petit cofit.

9. Dans ce cas particulier, tous les sommets sont incidents & une aréte de coiit 1, sauf le sommet 3 qui n’est
incident qu’a des arétes de cott 2. La quantité 5 x 1+2 = 7 est donc une borne inférieure sur le cotit optimal.
La suite réalisable 1,4,6,2,7,5,3 est de cotit 7 et est donc optimal.

422. 510 =0.

10*. Ecrivons d’abord une condition nécessaire. m.« est le nombre minimum de blocs de voitures consécutives
de couleur ¢* que 'on pourra trouver dans la séquence. Ces blocs doivent étre séparés les uns des autres d’au
moins une voiture de couleur ¢ # ¢*. Une condition nécessaire est donc

Mex — 1 S Z Nc.

ceC\{c*}

Montrons qu’elle est également suffisante. Pour cela on considére que 'on dispose pour chaque couleur ¢
de m, blocs de voitures consécutives de couleur c. Par définition de m,, on peut choisir ces blocs de longueur
< r et bien avoir toutes les voitures. On va essayer de construire une solution en posant les blocs les uns
derriére les autres. Deux cas sont a distinguer :



— me — 1< Zcec\ {c*} Me © O peut utiliser un bloc monocouleur de couleur ¢ # ¢* pour séparer deux
blocs consécutifs de couleur c*. Les blocs en trop peuvent étre placés entre deux blocs de couleurs
différentes. On peut donc construire une solution avec m, bloc de couleur ¢, pour tout ¢ € C. Noter
que le nombre de changements de couleur dans ce cas est ) ., m. — 1.

— Mex — 1 > ZcGC\{C*}mC : dans ce cas, on a m, < me+ pour tout c¢. On ‘casse’ autant de blocs de
couleurs ¢ # ¢* qu'il faut afin d’arriver & un nombre de blocs = m.« — 1, puis on applique la méthode
décrite au point précédent. Noter que le nombre de changements de couleur dans ce cas est 2m — 2.

Enfin, montrons l'optimalité de ces solutions. Pour cela, il suffit de noter que ) ., m. est le nombre

minimum de blocs monocouleurs que I'on peut avoir. ) ., m. — 1 est donc une borne inférieure. D’autre
part, entre deux blocs consécutifs de couleur ¢*, on a forcément 2 changements de couleurs, donc 2m . — 2
est aussi une borne inférieure.



