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Culture générale

Concepts fondamentaux pour les matériaux fissurés
Méthodes de calcul

Prévision de la résistance résiduelle

Durée de vie
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Construction thermodynamique
Notion de singularité mobile
Dissipation en téte de fissure

Notion d’intégrale de contour invariante
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Conservation de la masse

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS) AMMS Rupture 26 Février 2020 6 /111



p : masse volumique / €); : domaine dans la configuration actuelle

Mo = [ slaan

Conservation de la masse

M(t) =

<
= Jo, 0t”

o

Théoreme de la divergence

@042+ [ plaOo(e, (e, 0)dS =0

e = [ (%p@, )4 ol Bt t)]) do =0

VraiV €, :

ot

0 o, ) +div [pla, (. ] = 0
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Dérivée matérielle locale
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Le vecteur position X dans la configuration de référence.
Le vecteur position z (X, t) dans la configuration actuelle.
Soit g(z, t) une fonction.

. _0g dg ox
i) = Bzt + 2w 0
D’ou :
. g
g(z,t) = N (z,t) + Vg(z,t).0(z,t)
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Equations de bilan globale
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Soit G(t) une grandeur attachée a une quantité de matiere.

Masse
Quantité de mouvement
Energie totale

On définit les apports A¢
On définit la production interne P

La variation temporelle G en suivant la matiere :

G=Ag+ Pg

Exemple pour la masse M (t) :

Ay=Py=0etM=0
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Equations de conservation globales
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Pas de production
Pe=0
D’ot: .
G = Aqg —i—}’é
Exemple de conservations

Masse : méme en cas de transport
Quantité de mouvement : équilibre
Energie totale : premier principe de la thermodynamique
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Dérivée matérielle globale
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Soit G(t) une grandeur attachée a une quantité de matiere.

60 - [ Antita e

Dérivation temporelle

0

G = o, Ot

oz Hg(z, 1)] dQ + /m plz, Hg(z, (e, £) .z, 1)dS

Théoreme de la divergence

&0 = [ (G ete-ote. 1)+ div (e, Da(a. oo 1)) a2
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Calcul des termes

0 _ Op dg
a[ﬂ(%t)g( t)] = 95 v P

. d [gpv; v;] 0
div [p(z Hg(a, (e, )] = 292 = 000l | 09,
J J J

= gdiv [pv] 4+ pVg.v

Rassemblement des termes

G(t):/nt <gt +dlv[pv]> +p <))+VJL> do
0 g

Finallement

G(t) = /Q p(z,t)g(z,t)dS
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Equations de bilan locales
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Apport extérieur Ag décomposé
Terme volumique et un terme surfacique

Ag = / al(z,t)dQ + / ag(z,t)dS
Q4 o0

Production interne P est généralement volumique

PG — / pG(@vt)dQ
Q¢

Variation temporelle de G
G=Aq+ Pq

Dérivée matérielle globale
G0 = [ pla i d0
Q
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D’ou
/ (o2, 0)5(2, ) — ¥z, 1) — po(a, ) 42 = / o, (z, £)dS
Qt 8975

1l existe a2, tel que

ag(z,t) = ag(z, t).n(z,t)

Flux extérieurs a2,

/ (p(z,1)g(z,t) — ali(z,t) — pa(z,t)) dQ = / ad(z,t).n(z, t)dS
O 00

Théoreme de la divergence
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Pour tout € :
|| (platiita,t) - e t) - pata.t) - div [a§ z. ]) dr =0

Forme locale de I'équation de bilan

p(z,1)g(z, t) = ali(z,t) + pe(z, t) + div [ag(z, t)]

Exemple : bilan de la quantité de mouvement

9(z,1) = v(z, t) ag(z,t) = f(z,¢)
9(z,t) = y(z,t) (accélération) 45 (z,t) = o(z,t) (contrainte)
pa(z,t) = 0 (conservation)

p(z,t)y(z,t) = f(z,t) + 0+ div [g(z, t)]
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Rappel du principe des puissances virtuelles

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS) AMMS Rupture 26 Février 2020 22 /111



Espace des vitesses généralisées
C={V:(z,t) e U xRy — V(z,t)}
Espace des vitesses virtuelles
C={V:ze—V(x)}
Espace des vitesses rigidifiantes

CE:{ZE:QEQtHZT—i—g.Q, VZTE]R?’/Vc&;eMgS}
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Puissance des efforts extérieurs
PVE(V*) = / pf VA0 + / T.V*dS
Q o

Puissance des efforts intérieurs

PVI(V*) = / (EV*—g:V[V*])dQ
Q

Puissance des efforts d’accélération

PVA(K*)I/ py.V*dQ
Q

7 champ d’accélération réel.
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Condition de cohérence

La puissance intérieure d’'un mouvement rigide est nulle

VW eR Vwe MY /| PVIVyp+wz)=0
VKT € Rs Vg € Mgs

/Q (F.(Vr+wz)—c:w)d2=0

F=0 et /g:wdﬂzO
Q

Tenseur anti-symmétrique/symétrique

F=0 et geMj
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Puisque o est symmétrique on introduit le taux de déformation

a(Vr) =

(V] + ¥ [V)

DN | =

Puissance des efforts intérieurs

PVI(VY) =—/ o

Q-

[ISH

Principe des puissances virtuelles

VV* e C* PVI(V*)+ PVE(V*) = PVA(VY)
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Equation de conservation de 1’énergie totale
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Postulat

Il existe une énergie totale £ attachée a la quantité de matiere.

L’énergie totale comprend I'énergie cinétique F¢
On appelle énergie interne //; la différence entre 7 et £ :

|ET=E0+E]|

Postulat :

L’énergie totale se conserve.
La production d’énergie totale est nulle.

Pg, =0
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Dérivée matérielle globale
ET:Ec—l-E]:AET

L’apport extérieur Ag, comprend la puissance des efforts
extérieurs dans le champ de vitesses réel

PEXT = PVE(’I_)(Q, t))

La différence entre Ag,. et Ppxr est appelée apport de chaleur @

Ap, = PExT+Q

On écrit

Ec+ E; = Ppxr+Q
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Energie cinétique attaché a la quantité de matiére

Bct) = | ple.0u(e0)0(z,0d0

Dérivée matérielle globale
Eo(®) = [ plata(e, bz d0
o -~

AT ZniS . 9
Accélération y(z,t) = 0(z, t) = G (a,t) + V [v] w(z, t)
Puissance des efforts d’accélération

PVA(V*) = /Q ol (e, £) Y (2)d0

Puissance des efforts d’accélération dans le champ de vitesses réel
Proc = PV A(u(z, t))

E¢ = Paco
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Apports d’énergie totale
Ec + Er = Pexr +Q
Dérivée matérielle de I'énergie cinétique
E¢ = Pacc
Puissance des efforts intérieurs dans le champ de vitesses réel
Pinr = PVI(v(z,1))
Principe des puissance virtuelles

Pyt + PExT = Pacc

Bilan d’énergie interne

Er=—-PinT+Q

Apports d’énergie interne ()
Production d’énergie interne —Pryr
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Postulat : il existe une densité massique d’énergie interne

Bilt) = | platjei(ad et Bi()) = [ pla e t)a0

Puissance des efforts intérieurs

PINT=—/ g:
Qq

Apport de chaleur volumique et surfacique

dQ

q
lis%

Q) = /Q r(z, £)d9 — / o(z,8).n(z, 1)dS

o

Théoreme de la divergence
QO = [ (r(a. a9 - div [g(z,1)]) A
Q¢

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS) AMMS Rupture 26 Février 2020 32 /111



Densité massique d’énergie interne

<am=4p@wa@wm

Puissance des efforts intérieurs

PINT:_/ g:
Qq

Apport de chaleur volumique et surfacique

Q) = / (r(z, 1)4Q — div [q(z, £)]) dS

t

Bilan d’énergie interne

dQ

)
lis%

Er=—-PinT+Q

Forme locale du bilan d’énergie interne

L(MLﬂ@@ﬁ—g@ﬁ:ﬂLﬂ—NLﬂ+dwﬁ@ﬁDdQ=0
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plz, t)er(z,t) — a(z,t) : d(a,t) —r(z,t) + div [g(z,t)] =0
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Equation de bilan d’entropie
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Postulat

Il existe une grandeur scalaire appelé entropie S.
Elle mesure le “désordre” du systéme de particules.
Nombre d’arrangements microscopiques possibles

correspondant a 1’état macroscopique

Bilan d’entropie .
S = Ags + Pg
Ag apport d’entropie
Pg production d’entropie
Postulat :

La production d’entropie est positive
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Postulat : il existe une densité massique d’entropie

S(t) = /Q oz, )s(z, )dQ et S(t) = / plz, )3z, 1)AQ

Q

Postulat : la production d’entropie est volumique

Ps(t) = /Q ps(z,t)dQ

Second principe de la thermodynamique

Ps(t) > 0

pS(Ea t) >0
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Apport extérieur d’entropie Ag
Apport de chaleur @
Agitation moléculaire au niveau microscopique

Pour le méme apport de chaleur, 'augmentation du désordre sera
moindre si le matériau est déja chaud et ses molécules tres agitées.

Postulat

Il existe une température absolue 7'(z, t)
telle que l'apport extérieur d’entropie est égal a
I’apport de chaleur divisé par la température absolue

Terme volumique et surfacique

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS) AMMS Rupture 26 Février 2020 38 /111



Apport extérieur d’entropie Ag

As(t) = /Q t ;(é’,?)dﬂ— /8 . 4@ t)nlzt) ,

Théoreme de la divergence

o G+ ]
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Production d’entropie

Apports d’entropie

0=, (755 - [Fe5])

Dérivée matérielle

§(t) = /Q olz, )iz, £)d

Bilan d’entropie

S = AS + Pg
D’ou
. Jt o [a(z,t
[ (e 05t~ 723 i [ 150 ] - ey am =0

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS) AMMS Rupture 26 Février 2020 40 /111



Calcul intermédiaire

j (&)
. q(z,t)] 9 [qT(g,t)]
T(z,t)] Oz
1 8(]j(I7 t) Qj(ia t) aT(&a t)
2

T T(zt) Oz, T(z,t)
_div[g(z,)] gz t).VT(z,1)

T(z,t) T(x,t)

Forme locale du bilan d’entropie

r(z,t)  div[g(z,t)]  q(z,t).VT(z,1)

p(z, t)s(z, t) — (a0 + @) T@i? —ps(z,t) =0

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS) AMMS Rupture 26 Février 2020 41 /111



Equation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem
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Forme locale du bilan d’énergie interne

p(z,t)ér(z,t) —o(z,t) - d(z,t) — (e, 1) +div [g(z, t)] =0

Forme locale du bilan d’entropie

r(z,t di z, z,t).VT(z,
P 03020 = i+ VT(%(};)] - =

Elimination de r(z, t) tres difficile a connaitre

q.NVT

:g—p(éI—Té)——T:TpS

IS}
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Définition de la densité massique d’énergie libre
U(z,t) = er(z,t) — T(z,t)s(z,1)

Dérivée matérielle

U(z,t) = ér(z,t) — Tla, t)s(z, t) — Tz, t)s(x, t)

Combinaison des bilans d’énergie interne et d’entropie

q.VT

:g—p(éI—Té)——T:TpS

IS}

possible

g:d—p(\ileTs)—%:Tps
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La production d’entropie ps > 0 caractérise l'irréversibilité du

processus

T'ps homogene a une puissance appelée puissance dissipée

volumique

D(z,t) = T(z,t)ps(z,t)

possible

S)

0 d

—p<¢/+Ts)

q.NT
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Transformation

Gradient de la transformation

F=V, [2(X,1)]
Variation de volume
po(X)
J=det|F| =
£ p(z,t)

po masse volumique dans la configuration de référence
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Expression du gradient de la vitesse v(z,t) = Q(Q_l (z,t),t)

Y, b@,t)] =Y, @ (@
t)

-V, [&x,
_EE
Taux de déformation
1 1 tp-1 ¢
d= 5 (EE + 'E ' 'E)
Terme élastique
cid=g:Y, [l =tr[ehF ] =t |[E o £
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Tenseur de déformation de Green-Lagrange

1>
N | =
[&)
||aj
b

Tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff
L—JE g 'F™!

On obtient les termes d’énergie élastique massiques
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Ecriture de I’équation des bilan dans la configuration de référence

. A
JEL. (g td—p (\IJ —|—Ts> - g%) F = JTpg

Calcul
g:d=trlod =tr[g'E . 'Ed] =o."E7": 'Ed
D’ot
9 VT
o —
1 tpe1 .t . JE .q.VT.F
JE g 'F': tFdF— (\I/+Ts>— = 2= _ ITpg
E AN 7
il AP Tpso
. q..VxT
I A= po (0 +17s) — 22— = T,
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Second principe de la thermodynamique

Tps=D >0

Inegalité de Clausius Duhem

Dy : dissipation intrinseque

Dr : dissipation thermique

Dans la configuration de référence

g:c:l—p(\i/—FTs)—%:DZO
- N~
Dy D
g:é—p()(\if—i-TS)—#ZO
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Singularité mobile
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L’égalite suivante est-elle toujours vraie ?

d 1 1 8f
a/o fu,t)du /Og(u,t)du

Soita : t €]0,1[ — a(t) € ]0,1[.
Notion de singularité mobile

d /! b —d()
a/0 In (ju — a(t)]) du /0 =l

Calcul avec singularité mobile.

a(t)—e 1
Go(t) = /0 In (a(t) — u) du + / In (u — a(t)) du

(t)+e
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D’ou
Ge(t)=(1—a(t))In(l —a(t)) +a(t)In(a(t)) — 1 — 2¢[In(e) — 1]
Limite e — 0

Ge(t) = (1—a())In(1 - a(t) + a(t)In(a(t)) — 1 = G(t)

e—0
Dérivation

G.(t) =—d(t)In(1 —(t()z(t)) +d(t) In(a(t))
=d(t)ln (1 — a(t))

G (t) converge uniformément sur chaque compact
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Si G(t) A G(t) et GL(t) converge uniformément alors
e—

G'(t) existe et
!/ /!
GD) = ()

Par ailleurs on a

a(t)—e __ 1 1 0
/ AU / ) g,
0 U= a(t) a(t)+e W — a(t)

= —d/(t) (I — In(a(t)) + In(1 — a(t)) - Inke]

=d(t)In ( ] f(z)(t))
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Autre exemple avec singularité mobile

L R S R
dt/o u—a(t)d /0 (U—a(t))2d

Calcul avec singularité mobile.

G a(t)—e 1 d 1 1 d
() ‘/o w—a) “+/a<t>+su—a<t> ¢

= [ke] — In(a(t)) + In(1 — a(t)) — Infe])
a(t)
- ({295 5 60

/ . al(t)
G =~ - ate)

Dérivation
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G(t) =, G(t) et G.(t) converge uniformément, donc
€E—>

d Lo v a(t)
dt/o u— a(t)d a(t)(1 —a(t))

Par contre

W) (1111
| e = “’<e OB 1—a<t>)
a'(t) +2a'(t)
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Avec singularités mobiles

G(t) = /Q oz, 1)

G # [ Lo t)dn + / oz, (e, t)-n(z, 1)dS

o

o, ot7

Solution

Traitement en isolant la singularité
Parametre e
Utilisation du théoreme des limites des dérivées
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Point mobile dans la configuration de référence
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X Succession\de points
matériels ¢
du temps

140)

Vitesse dans la configuration actuelle

V(t)=E()

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS)
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ot

t¥

OP(E(t),t)

ot

+ Z& [®(Eo(t),t)] V(D)
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Points mobiles dans configuration de référence : l'extrémité de la fissure

Leévres libres de contrainte

Vitesse dans la configuration actuelle

Fo(t
V() = @;Laﬂ% + YV AREA TV (¢)
— r .
92(XY) gingulier en Fy(t)

zé[d)(g,t)] singulier en F,(t)
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Points mobiles dans configuration de référence : I'extrémité de la fissure

D(X0)

On pose :

Ona
F () = F(t)

= e—0
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Points mobiles dans configuration de référence : I'extrémité de la fissure

D(X0)

On dérive :

V(t) = E(t) = —— + VY [B(Eo(F) +€,1)] Vo(t)
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Points mobiles dans configuration de référence : I'extrémité de la fissure

D(X1)

Eg(t) est U.C sur chaque compact donc V (t) = F(t) existe et

V(0 — tim | 220 + €1

14 m ot +Vy [2(Eo(t) + & t)] V()

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS) AMMS Rupture 26 Février 2020 64 /111



Champs singuliers en X = F(t)

o, = 28D ot p(x 1) =T, (20X, 0)
Limite
v(e) = tim [P2EHED 4 g fa(m, 1) +,0) Vi)

Champ régulier en X = F(t)

0D(X, 1)

v(X,t)+ F(X,t).V(t) = 5

+ ¥V, [2(X,8)].Vo(t)
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Equation de conservation de I'énergie totale
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Bilan d’énergie totale
Er+Ec = Pexr +Q

Expressions dans la configuration actuelle

Bi) = | platjer(w)a / Bolt) = 5 [ platin(a.t)o(z. 040

Expressions des dérivées a déterminer

' ::/Q fzDérlg,t) di | Bl = %/Q p(z, t)v(z, t).y(z,t) dQ

Singularités mobiles Singularités mobiles
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Bilan d’énergie totale
E;+ Ec = Ppxr + Q

Expressions dans la configuration de référence

Bi(t) = [ po(X)er(X.049 / Bolt) = 5 [ m(X)a(X.)2(X, 10

Expressions des dérivées a déterminer

E@:/Q p(X)ér(X, 1) 49 / Betl] = %/Q po(X)u(X, t).4(X, 1) €

Singularités mobiles Singularités mobiles
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On travaille dans la configuration de référence
Points mobiles dans configuration de référence : I'extrémité de la fissure

B, Ensemble de particules de DX.1)
matiere dans la boule de rayon & S

se déplacant a la vitesse J;(¢) e

B, Boule mobile de rayon & e
Q;=0,- B, Solide

< n . 8
Dj=0,- B, Domaine thermodynamique ouvert

On travaille sur Df puis sur §2f
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2§ domaine fermé indépendant du temps

G(t) = /Q po(X)3(X, )40

€
0

D§ domaine ouvert mobile

G(t) = /D :
Gt) = /D

(X, t) normale sortante de B, donc rentrante pour D

PEIX. 0+ | po(X)g(X.OV(0) N (X,

PEIX. 040~ [ (X)g(X V() N(X. 040

€
0
N
B, est la seule partie de Dfj a avoir une vitesse
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Processus limite dans Df domaine ouvert mobile

EBr(t) =tim | po(X)er(X,£)dQ

Ei(t)
Eo(t) =tim [ po(X)u(X,).0(X,£)d0
Ee (1)
Si on a convergence uniforme de
(1) = & X)e(X,t)dQ : -
7(t) = dt e po(X)er(X,t) { Ey(t) = lim E5(t)
: d : G foe
B0 = 5 [ mlXuX, 000X, 040 Bo(t) = lim o (!
D
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Définition de la convergence uniforme de f(t) vers f(t)
Va > 0, Jeq, VE >0, Ve < €q = |fe(t) — f(t)] < a

Condition de Cauchy pour la convergence uniforme

Va > 0, dey, Ver > 0, Vea >0, VE > 0
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On a "
D, — D¢, = Be, — B,

Soitax > 0,61 >0eteg >0

nl3 nG d
B0 -B70) =5 [ m@e(X 0d0
Gy~ BE|

 poX)er(X, £)d0 + / (XX, OV (8).N(X, )dSo
62_B€1 8(362—351)

(po(X)er(X,t) + div [po(X)er (X, 1)V (2)]) A

€9 _B€1

I
S 5 5

> (po(X)ér(X,t) + Vx [po(X)er(X, )] .V (t)) d2
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Régime permanent

er(X, t) = po(X)er(X, t) = er(X — Fo(t))

D’ou

er(X,t) = —Vx [er(X — Eq(t))] -V, (t)

Dans ces conditions

po(X)ér(X, t)+¥V x [po(X)er(X,t)] Vo(t) =0 =

En régime quasi-permanent

B (1) - B (1) =0

po(X)ér(X,t) + Vi [po(X)er (X, t)] .Vo(t) = régulier

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS)

B (t) = EP(t) = 0

AMMS Rupture
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On a donc

. d ,
Ei(t) = e /DE po(X)er(X,t)dQ o Er(t)

- d .
Ec(t) = /DS po(X)u(X, t)u(X, 1)dQ — Fe(l)
D§ domaine ouvert mobile

ES(t) =/€P0(X)él(5, t)dQ

~ [ po(X)es(X,OVo(t) N (X, S
0B

Be(®) = [ m(Xu(X,0a(X 0do

-
- /aé po(X)u(X, t).0(X, t) Vo (t).N(X, )dSo

DN | =
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Sur D le bilan d’énergie total est

/De po(X) [er(X, ) + (X, ). (X, )] dQ

By + Eo =lim | 755 (X, t).0(X, ¢

—/A N. [Q(X? t) + f_’) po(X)VdSo
9B,
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Sur () on a

B (1) = /Q po(X)er(X, t)de

€
0

(1) = /Q po(X)u(X, 1)-0(X, 1)dQ

€
0

Dérivation sur €)j domaine fixe sans singularité mobile

Bs(t) = /Q po(X)ér(X, £)d

€
0

B (t) = /Q po(X)u(X, 1)7(X, £)dQ

€
0

Ne converge plus uniformément car il n'y a plus les termes de
surface
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D§ est ouvert : apport d’énergie du au transfert de masse
E§(t) + E&(t) = Phxp + Q° + Apport
G est fermé : conserve sa masse

Ef(t) + E5(t) = Phxr + Q°
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Force élémentaire de surface dans la configuration actuelle
df =g.ndS
Force élémentaire de surface dans la configuration de référence
df, =1LNdSo
On peut démontrer que :
ndS = J'F~'.NdS,
Définition du gradient et transport des vecteurs élémentaires
FdX =dz= Fdf =df
Tenseur de Piola-Kirchoff
L-JE g 'E"

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS) AMMS Rupture 26 Février 2020 79 /111



Différents tenseurs de contrainte représentant la force élémentaire
de surface dans la configuration actuelle

B.NdSy = g.ndS =df
Tenseur de Boussinesq

-1

[isv

=Jg.t

1=y
lig>!
1=

Puissance des efforts extérieurs apportée a la boule B,
Plhir = [ o0n(0u(e0ds
0Bt

- / B(X, 1).N(X, t).0(X, )dSo
OB
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Ona
ndS = J'F~'.NdS,

Chaleur surfacique apportée a la boule B.

QB = /6 o(z, ) nlz, )48

Bt

— / Jg(X,1). 'E~\ (X, £).N(X, t)dSo
o0y

_ / JE\(X, t).q(X, t) .N(X, 1)dS
0Bc — ~~ —

4,(X,7)
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Simplifications
Pas de forces de volume
Lévres de la fissure sont libres de contraintes
Pas d’apports volumique de chaleur
Levres de la fissure n’échangent pas de chaleur

Apports d’énergie au solide (),

PE‘XT = Pgxr — o8 é(&: t)ﬂ(&v t)Q(K, t)dSO

Q=@+ [ g,.0.NX. 045

Be
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Bilan d’énergie totale sur la structure fissurée (),
E;(t) + Ec(t) = Pexr + Q
Bilan d’énergie totale sur ()
Ej(t) + EG(t) = Poxr +Q°
Dérivées sur ()
Bi() = | po(X)ér(X, 00

0
Bo(0) = [ m(0uX, 99X, 040
0
On vient de montrer que
Pexr = Poxr+ [ BOGHN(X,-2(X, 1Sy
. 8B

Q=q - /8 (X, N(X, Sy
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On déduit que Ve

Ppxr+Q = Ppxr+Q°+ ; N(X,1). (tg(ia t).u(X,t) — g,(X, 75)) dSo
-

Finallement Ve
B0+ Eclt) = [ poXa(X.0d0+ [ p(X0n(X,0(X, 080
Q Q8

+ [ N (B (X, t) - g,(X, 1)) dSo
J O0Be¢

€
0

En prenant la limite on a

- / po(X) [e1(X,t) + v(X, t)¥(X, 1)] A2
Er+ Fc =lim | 7%
=0 N(X,t). (t§<g,t).g(§,t)—go(g,t)) dSo
0B,
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Sur Dj le bilan d’énergie total est

[ w0 e+ (X 09X, )] do
F]-{-Fjp = lim Dg )
Sl ) [q(z, 0+ ]
OB

Sur ) le bilan d’énergie total est

/ po(X) [6(X, ) + (X, ) 1(X, 1)] dO
F;‘[—f—/?:‘(':lim %
T [N ("B DX 1) - g(X, 1) dSo

0Bc

On identifie 6§5 et 0B,

lim ﬂ.[té.y—go—l—(elﬂ-%

e—0 OB, ) POKo] dSO =0
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Champ régulier en X = F(t)

Donc

lim | (u(X,t) + E(X,1).V(t) dSo = 0
e—0 835 _

On a au final

lim [ g NdSo = lim [ / N. [— tB.
e—0 aB e—0 aB —

[~

+ po (el+7)}dso] Vo
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Equation de bilan d’entropie
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Bilan d’entropie :
S =Ag+ Ps

Expressions dans la configuration actuelle

50 = [ etz a0

Expressions des dérivées a déterminer

5 = / pla 3z t) 49

Smgularltes mobiles
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Bilan d’entropie .
S = As + Pg

Expressions dans la configuration de référence

S(t) = /Q po(X)s(X, 1)dD

Expressions des dérivées a déterminer

5 = / po(X)$(X,t) dQ

Smgularltes mobiles
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On travaille dans la configuration de référence
Points mobiles dans configuration de référence : I'extrémité de la fissure

B, Ensemble de particules de DX.1)
matiere dans la boule de rayon & S

se déplacant a la vitesse J;(¢) e

B, Boule mobile de rayon & e
Q;=0,- B, Solide

< n . 8
Dj=0,- B, Domaine thermodynamique ouvert

On travaille sur Df puis sur §2f
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2f domaine fermé indépendant du temps

G(t) = /Q po(X)(X, )40

€
0

D§ domaine ouvert mobile

G(t) = /D

(X, t) normale sortante de B, donc rentrante pour Dj

PEIX D40~ [ p(X0g(X. OV (0)-N(X. )40

€
0
N
B, est la seule partie de Dfj a avoir une vitesse
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Processus limite dans Df domaine ouvert mobile

S(t) =1Tim [ po(X)s(X, £)dQ

e—0 D(E)

S<(1)

On a convergence uniforme de
: d
0= [ ps(x, 00
dt Jpg

Donc

S(t) = lim S¢(t) = lim d / po(X)s(X,t)dQ
e—0 e—0 dt Dg
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D§ domaine ouvert mobile

§e(t) = /D po(X)3(X, 1)d0)

= /  po(X)s(X, Vo ()N (X, £)dSo
OBe
Donc

$(t) = lim [ /D po(X)3(X, £)dO

e—0 €
0

-~ /E)E po(X)s(X, 1)V, (t).N(X,t)dSo
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Sur Of on a
50 = | mX)s(X, a0
Q

€
0

Dérivation sur 2§ domaine fixe sans singularité mobile
0

$°(t) = /Q po(X)35(X, 1)dQ

€
0

Ne converge plus uniformément car il n'y a pas les termes de
surface
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Simplifications
Pas de forces de volume
Levres de la fissure sont libres de contraintes

Pas d’apports volumique de chaleur
Lévres de la fissure n’échangent pas de chaleur

Ona:
ndS = J'F~'.NdS,

Apport d’entropie dans la boule 5,

_ g(£7 t) _ QO(X, t)
/aB2 Tl n(z,t)dS = /635 TxD N(X,1)dSo

Apport d’entropie dans ()

AS = A +/ 9%, ) N(X,t)dS
0 0 op. T(X,t) = ‘
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Production d’entropie a I’extrémité d’une fissure
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Bilan d’entropie sur €

S = Ag+ Pg
Bilan d’entropie sur )

SF = A5 B
Apport d’entropie dans (2

A5 — A —/ &0 oy pas
ST fop T T

Production d’entropie dans la boule

Ps— Pt =8 — S5+ A5 — Ag
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Production d’entropie dans la boule

. . X, t
Ps—Pi=§— 8+ / W0 v pasy

J OB¢ T(Xﬂ t)
Dans Dy
S(t) =lim [ / po(X)$(X, 1)dQ
e—0 D(e)

~ [ o) O (8)-NOX, 1Sy
OB

Dans Qg
$e(t) = / po(X)$(X, )0

0
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Production d’entropie en téte de fissure

lim [PS—PS]=11_I>%[ 0/)0 ;1)dQ
= /  po(X)s(X, V(1) N(X, )dSo

Be
— £o : Jt dQ

0

q,(X, 1)
+ /a RN t)dso]
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Production d’entropie en téte de fissure
P = lim [Pg — P§
5 p— [Ps — Fs]

Une fissure qui progresse est une source d’entropie

P{"* = lim [ /a " (% — po(X)s(X, t)zo(t)) N(X, t)dso]

Si la température en téte de fissure T'(Fy(t), t) est bornée

ion 1 [, (4,20~ n(GOT (X 05(X, Oo(9) N(X, )50
: T(Fo(0),0)
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Inégalité de Clausius Duhem
P =lim [Ps — P§] >
S ety [Ps sl >0
Puissance dissipée en téte de fissure
fiss __ fiss
D7 =T(Fo(t),)Pg
D’ott

e—0

DFiss — lim [ /a . (,(X. 1) = po(X)T(X, t)s(X, )V (t) ) N(X, t)dSo]
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Puissance dissipée

D55 — lim [/ q,-N — po(X)T(X,t)s(X, f>Vo(t)-MdSo]
e—0 OB. =0

Source de chaleur

g EQ
iy [, aaso <tim | [ 00 [ tBE 4 (0 55 as] v
Energie libre
U(X,t) = er(X,t) = T(X, t)s(X, ?)

Puissance dissipée en téte de fissure

Dfiss — 1136 [/BBE N. [_ té_g—i— 00 (\P + %)} dSO] Vo

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS) AMMS Rupture
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Puissance dissipée en téte de fissure

e—0

DFiss — lim [/aBe N. [— 'B.E + po (‘I’ Mﬂ dSO] o)

Finallement on écrit
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Intégrale invariante en hyperélasticité
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Hypothéses
Hyperélasticité : energie libre volumique

T (AX, 1) = p(X)¥(X, 1)

Quasi-statique
Levres de la fissure libres de contraintes
Vitesse V,(t) colinéaire a ¢,
Résultat a démontrer pour tout contour fermé 0C

g(t).e; [ N. [po¥ — 'B.F]dSy| .e; =0
g - B
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Premier terme

N.(¥) 1Sy = [ TAQ )M (X, )d5)
oC oC

ax,

DU(A(X, 1)) DA(X.1)
= /C n  ax A

_ / dUAX,1))
c
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Premier terme

OW(A(X,1) OA(X,
N. (po¥) .€,dSo = /C %(é_ b . :6()(_1 t)

Hyperélasticité : contrainte de Piola-Kirchhoff

oC

OV(A(X, 1))

on L

Déformation de Green-Lagrange A = 1/2('F.F — I)

OA(X, t) o'F oF
0X1 0xX, = = 0xi
D’ou
N. (po) .¢,dS, /n ip PE 40
. .€ = L
o 0 AT S Shx,
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Second terme

ol

>
I
&)
L8
Q.
&
|
S—
1@
I~
I
>
Q.
&

Ore, = (aj)javecag =letas =a3=0

09; 0D 3(% k)
div[e;. "E.B] =div [azax P ]_dlv [a ]Bjk] - —on

X, X,
_p. 0 (09 +a(Bjk) 0P,
~ Pikax, \ ox, 0X, 0X,

B :iV[CI)]—i-dlvu —(I)
~— 8X1\V./ \W_/ 1
I'F £ ¢
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Premier terme

N.(po¥).e;dS ——/H P —=d0
. € : “F.
— oY) .€1do0 = £ax,

Second terme

/ N ( tB F) dSy = II tF —dQ
. . .€ . .
oC 1 c 0X1

Résultat : pour tout contour fermé 9C'

g(t).e; = [ N. [po¥ — tﬁ.g dSO] e =0
9 e £2
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Contour fermé 90C = AA"|JCint U B'BJ (—9Cest)

[ / N. [po¥ — 'B.F] dSp| . = 0
oC _
Sur AA’ et BB’

N=0¢ + Noesg et BN =0
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Dans une structure fissurée : intégrale indépendante du contour
dans la zone élastique

|
)

j = |:/ ﬂ [p()\I/— tég dS():|
OCint

s
=

= { N. [po¥ — 'B.F] dso] .
OCext -

On peut retirer la limite dans 1’expression de g.e;

g-e; = [/{me N. [— té.g—i-po (\Il—l— %)] dSO] €1
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