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Rappels des Elements Finis

Principes de base de la X-FEM

Culture générale sur les méthodes numériques

Critere énergétique de propagation

Méthodes locales (endommagement, modéles a gradient) pas
abordées
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Formulation variationnelle
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0, € R?: domaine a l'instant ¢
0f) : frontiere a I'instant ¢
0fr : frontiere ou 1’on impose le vecteur contrainte

05}, : frontiere o1 ’on impose les déplacement

0 = 00 U 09y, and 90 N O, = 0
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Espace des vitesses généralisées cinématiquement admissibles
C={V:(@t) e xRy V(zt)/ Ve €%, ulzt) =ul(z)}
Espace des vitesses virtuelles cinématiquement admissibles

C'={V":zeWrV(x)/Vzed, u(zt)=0}
Espace des vitesses rigidifiantes

Ch={Vh:ize U Vp+wz, Wy eR®/Vwe M§}
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Puissance des efforts extérieurs

PVE(W) = [

pf.K*dQ-l-/ T.V*dS
Q

oQr

Puissance des efforts intérieurs
PVIVY) = [ (EV -g: T do
Q =

Puissance des efforts d’accélération

PVAVY) = [ prvido
Q

7 champ d’accélération réel.
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Condition de cohérence

La puissance intérieure d’'un mouvement rigide est nulle

VW eR Vwe MY /| PVIVyp+wz)=0
VKT € Rs Vg € Mgs

/Q (F.(Vr+wz)—c:w)d2=0

F=0 et /g:wdﬂzO
Q

Tenseur anti-symmétrique/symétrique

F=0 et geMj
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Puisque o est symmétrique on introduit le taux de déformation

a(V7) =

(X[ + 'V V)

DN | =

Puissance des efforts intérieurs

PVI(V*) = —/ o " (V") d9
Q4

Lien entre les contraintes et les variables cinématiques
Comportement: ¢ = f(d, )

On cherche | © ( telle que pour g vérifiant le comportement :

VV* e C* PVI(V*)+PVE(V*) = PVA(VY)
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Principe des puissances virtuelles : |”  ( telle que V1" € C*

/ o:d"(V*)dQ =
Jo,— =

)

pf. V' dQ + /

T.V*dS —

o Q

py-V dQ

Théoreme de la divergence [, div [c.V*] dQ = fQT (g.n) .V*dS

/ o d (V) d =
Q-

'

Equations fortes du probleme

ia

@) V*ds — div [Q] VEdQ

diV@ = py— pf sur )y
on=T sur 0Q7
_,d
uU=1u sur 0,
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Réciproque : on multiplie les équations fortes par V" < C*

Intégration sur ()

divfo] v do= [ p(y—f) V" do

Qt Qt

Théoreme de la divergence (V* = 0 sur 0€2,,)

div [o] .V* dQ:/m (gn). V" dS — Qg:g*(z*)dﬁ
T S~ t
T

Q

On cherche donc V' « ( telle que V1" € C*

/g:c_l*(V*)dQZ/ pf.V*dQ+/ T.V'dS— [ py.V'dQ
Q- Q o0 Q
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Méthode des éléments finis
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Recherche de solutions approchées
Meéthode des éléments finis

Formulation faible (ou variationnelle)
Méthode d’approximation (de Galerkin)
Interpolation sur un maillage
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V' € (C solution si et seulement si V1" € C*

/g:d*(V*)dQ=/ pf.V*dQ+/ I.V*dS—/ py. V" dQ
Q » Q )% Q

b

Probléme : € de dimension infinie

Projection de (’ sur un espace de dimension finie

Ca=p(C)
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Espace particulier C ;
Découpage de 2 = [V, Q.
Fonctions continues et polyndmiales par morceaux de degrée n

fect (Qt,R?’) /Y(z,y,2) € Qe
1" Y, % Z Z Zfzgkxiyjzk

1=0 7=0 k=0
i+j+k<n

Py [(QE)1§6§N6:| =
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Espace des vitesses généralisées approchées

Ne
CA:{VeIF’ € |Je xRy = V(z,t) [ ulz,t) = d(g,t)}

e=1

Espace des vitesses virtuelles approchées

Ne
Ch= {K* eP,:xzc U — V*(z) /Vz € 0y, u*(z,t) = O}

e=1
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Méthode des éléments finis

Maillage
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Dimension: dim [( ] = N

N = Nombre de noeuds total — Nombre de noeuds bloqués

linéaire  quadratique  cubique
p=1

p=2 p=3
linéaire quadratique cubique (étracdre
n=1 n=2 n=3
ININEL e
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Fonctions de P,, valant 1 sur un noeud et 0 sur tous les autres

Vl1<i<N, goie]P’netgoi(gj) :5¢j
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Exemple 1D, n = letn =2

etc...

=

=

:
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Restriction : Nf = ¢; |,
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Coordonnées réelles (x,y, z), de calcul (¢, 7n,§)

n _ y 2 (1,9) N¢ (x,y)
2 Ni (g"])
— A 1
()
3 70y
3 T ¢ .

Interpolation de la géométrie (sur un élément)
3 ~
i=1

3
=3
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Coordonnées réelles (z,y, z), de calcul (¢, 7, &)

()
> X

Interpolation des déplacements (sur un élément)
3 3
U(Cﬂ?) — ZU'LNZ(<777) U(.’L‘,’y) — Zule(xay)
i=1 i=1

3 3
v(¢,m) = Zwﬁi(c, n) | v(z,y) = ZviNf(fc,y)
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Déplacements y 0 (z,y,2)

Ul

U1

w1

Ne 0 0 N 0 0 N 0 0 Uy
0 N¢ 0 0O Ny 0 0 N& 0 vy
0 0 N¢. 0 O N¢ O 0 N¢ wy
Ne(,3,2) o

w3

~—
u
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Champ de vitesse virtuel Krne (z,y, 2)

N 0 0 Ny 0 0 N 0 O Us

0O N 0O 0 Ny 0 0 NS 0 |.| w

0 0 Nf 0 0 N§ 0 0 Ng Wi

. v |
Ne(z,y, 2) ;
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Taux de déformation virtuel " (z,y, z)
Y.

g, o= (2[n] + g lu)) v

.

N
Be(w,,2)
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17« (4 solution si et seulement si pour o = f(d,

[ zsawyan= [ prviaas [ ryas
Qs — - o0

Linéarité de l'intégrale
Ne Ne
Z/ a:d*(V*)dQ:Z/ pf.V*dQ+/
e—1/9% o QN0

Projection sur I'espace d’approximation de dimension finie

T.V°dS

Ne Ne
S. [ oiBviaa=Y" [ prNvide+ [
o, = —Jo. = QN0

T.N,.V:dS

v
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Projection sur 'espace d’approximation de dimension finie

Ne Ne
Ztvg./ 'B.:od=) V. [/ pt&.de—i—/t&.zdS}
e=1 =i LR T -

I
Caslinéairec =C:e=C: Be.u,
Ne Ne
ty* t Aves
o[ Bogiman)u =3 vy,
e=1 e = = = e=1
K.
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Somme de produits matriciels

Ne Ne
t t
> ViKeu =) VIS,
e=1 e=1
Assemblage : [V*] valeurs aux noeuds sans répétition

LV (K] ) =tV ]

Probleme : K] pas inversible.
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On cherche [K] , inversible
Lignes : équations '0 = 0/ car [V*] contient des 0 (sur 952,,)
Colonnes : [u] connu sur les composantes ot [V*] est nul

Ces composantes connues sont mises dans le vecteur force
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Systeme apres réduction V' [1/*]"

Vg [El g g ="[g-[£]g

Simplification (car vrai pour tout ["*] , ne s’annulant pas)

ulp =KL - [,
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Procédure incrémentale (incréments n)
Incrément de chargement A f_imposé
On cherche l'incrément solution correspondant Aug,

Construction et assemblage d'un résidu

wi [ |'Bes ot + dup) - (5 +41,)

e=1

| 0o

/

Ry, (Auj)
Assemblage du résidu
Annulation du résidu par Newton-Raphson
Fait apparaitre un module de rigidité tangeante g—%

A déterminer par un algorithme local

v
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Comment passer de l'incrément k —1a k?
On connait Af_
On cherche l'incrément solution correspondant [Aw,]

Assemblage du résidu
TV [By] ([A)) =0
Réduction pour enlever les equations 0 = 0

[Ek]R ([Ay]) =0

Chercher un point d’annulation d"une fonction vectorielle
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(R,

Converge rapidement

[4u]

AV

(R,

Ne congerve jamais

e @
S AW

[414) g >

.
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Initialisation : [Auy] ©, puis annulation de la tangente en
207"

9 [By|p (Au

[Ri]p (D)) + Dhu ).<[Agk]() [Aw, )@ 1>> —0

(B = - (%) [Bilp (18] ) + [y )Y

Résidu élémentaire

Ne
;f‘/,/g [tﬁza(UZnLAUZ) - (iZ"'AL)] do =0

/

/\
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Rigidité tangente élémentaire

ko= [ [tBe: 22 (g + aup)] a0
=T_/Qe E@-@@iﬁ’ up)

=T Jo, | = 0 0Au
Approximation EF
e = B, (uf + Auf)
Rigidité tangente élémentaire
ko= [ |'B.: 2. B, a0
=,1_, = ) Ee . a_g . Ee
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Cf cours MPM élasto-plasticité HPP

o) o)
(2155)@’(%55)
s=C- |5 -

.of __of
: 8g OPcum

[1cn-

)

S
Ry
|ll®

|
<

€q

I[[}o
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Objectif savoir dans quelles mailles on plastifie
Comment mettre a jour les variables plastiques
Incrément k£ — 1 on connait tout

Incrément k on connait Af et [Agk](i) (itération de NP)

Loi d’écoulement de von Mises écrouissage isotrope

: 3 s
§p = \—-
- 2 oy (pcum)
Différences finis implicites
p___p
gk ~&k—1 _ 3 Nk
At 2 oy (pcum,k)
v
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Notation AX = A At
Déformation plastique

3_ &

5p = Ep + A)\ -
= =kl 20y (pcum,k)

=k

Relation (cf cours elasto-plasticité HPP) : peym A

Pceum,k = Pcum,k—1 + AN

Evolution elasto-plastique : AX >0, fr, <0, A\ f, =0

fr < 0 alors élastique = AN =0et A’ =0

Ut 5, <0= AN =0et AcP =0

=0 al i
fx aors{%:&k>0:>A)\>OetAgP:>\aa{f
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Onpose Ae =B : AQSL (connu itération de NP)

£, =E

=k =k—

Notation e . déviateur de & .

Test élastique (AN =0, =<7 )

l—i-Ag

tr

s, =2ple, — &)

tr
k

§ gtr - gtr
2:k; =k

— 0y (pcum,k—l )
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Premier cas : fi" < 0 on garde le test élastique

Deuxiéme cas : fi" > 0 correction plastique AX > 0

3
fk’ — 55}? SZ Y(pcum,k) =0
Réécriture
Sp 2N(§k - éﬁ)
=2u(e, — &) —2p(L — €8 _)
Agp
D’ou
ouANS S
8 —_— —_—
= i 20y (pcum k)

e E—
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Cas général fj, = 0 se résout par Newton-Raphson

Cas écrouissage linéaire

oy (pcum,k) = 00(1 + apcum,k)

D’ou I
3
tr

s, =s |1+ 2#——)

=k =k ( 20y (pcum,k)
3 3 3 A
—str gt =4/=-s 15 |[1+2u=—r——
2 =k =k \/ 2 =k "=k 2

gy (p cum,k )
oy (pcum k )
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Cas écrouissage linéaire

tr

S S
“k — Zk 3 AN
\/%§ZT:§ZT - O'Y(pcum,k)+2,u4%A>\ (1 + 2M2 UY(pcum,k‘)>
oy (pcum,k)

Ecriture de f, =0

fr =4/38, 8, — ov(Peump) =0

3gtr . .:92" — Q;L%AA —00(1 + apeum k—1) — 00AX =0

- ftr
tr _ A\ = A\N= 2k
./L‘ (3“+00) >\ 0:> )\ 3,U/+O-O

Mise a jour des variables plastique et des contraintes
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Incrément -1

o, ,6 ., 80 U ext
k-1 2€k-10 €10 Wit Peumpe-1 2 J k-1
Connus

=i+
fkextszf);t AL Afext k_k 1
< Newton-Raphson
. Tangente: (i)=(i+1)
Auf? itération NP
si >tol si <tol
Algorithme local Calcul
o, ,& ,& ,u o> . :
k% o€k o U Pamie oSk Résidu en k,(i)
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Cas 1D : fissuration aux noeuds
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I=
1=

Déplacement dans les 2 éléments
u(z) = wpr(2) + uy 5 (7) + ug 93 () + usies ()
Degrés de liberté : déplacement moyen et saut

— -
:u2 + Uq Uy — Ugy

) = 2112 = 22
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Fonction d'Heaviside généralisée
Hix)

(SR
= @

Déplacement dans les 2 éléments

u(x) = u1p1(x) + (u) pa2(z) + uzps(z) + [u] p2(z) H(x)

Avec
p2(x) = 95 (x) + ¢3 (x)
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Cas 1D : fissuration entre les noeuds
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1= @

I
1
1

Déplacement avec enrichissement

U = u1p1 + u2p2 + u3p3 + usps + Uspa H + uzps H
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Extension en 2D /3D : fissuration aux noeuds
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Hxy)=1
4 5 9 4 5
11 I
H(x,y)=-1
6 7 8 6 7 8
Déplacements

1=

53 /71
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Degrés de liberté : déplacement moyen et saut

ug + u10 Uug — U10
(u) = DT [y = BI0

=B e
Enrichissement
(2)-S (2 e ( @ Yo (1 Yot
Avec

e11(z,y) = wo(z,y) + v10(z,y)

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) RUPTU 18 Mars 2020 54 /71



H(x.y)=1

H(x.y)=1

Equivalence entre dédoubler les noeuds et enrichir les fonctions
de forme
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Extension en 2D /3D : cas général
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H(xp)=1

H(xp)=1

H(x,y)=-1

H(x,y)=-1

H(xy)=1
A

H(x,y)=-1

I indices non encerclés

J indices encerclés

(

)

>(w)ers

i€l JjeJ

(

uj
Uj

) piH(z,y)
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H(xp)=1

H(x,p)=1

H(x,y)=-1

H(x,y)=-1

H(x,y)=1
A

H(x,y)=-1

Enrichissement avec la fonction H sur les noeuds encerclés

Probléme de la longueur de fissure
Fissure s’arréte soit en A soit en C
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Solution la plus singuliére en plan : Westergaard
e () () (4) - n(§) o () (2)
oo ()en (2) g (§) (-0 (2) (%)

@y = Ky cos ¢ 1+ sin v sin 30 Ak Ki sin v cos v cos 30
W= e 2 2 2 \2nr 2 2 2
_Kp [r 0 Ky [r . (6
* =5\ 2m 0s <§> (k — cos (0)) + ﬁ\/;sm (§> (24 k +cos (9))

R N AL

Fonctions de forme additionnelles : repere local en téte de fissure

(F)i<i<a = {\/Fsin (g) ,\/T COS (g) , /T sin (g) cos(0), /1 cos (g) 005(9)}
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A
JFsin(6/2)

= T

H(xp)=1

H(x,y)=-1

I tous les noeuds, J encerclés, K encadrés

Enrichissement
u
(2)-2(%)erZ(F)errTax(B)n
iel jeJ keK  I=1
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]
A d]

7=l
-

iPel
a4}

rel
8 4]
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Introduction aux fonctions de niveaux
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Description géométrique de la fissure

Essentiel pour évaluer H

Décorrélé du maillage

Description explicite difficile
Automatisation du maillage de la fissure

Forme de fissure complexe : maillage distordu
Branchement de fissures

Description implicite : fonctions de niveaux
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Projection sur I'(¢)

z,(t) = argmin ||lz* — z||
z*el(t)

Fonction de niveau : distance (signée) entre I'(t) et z
¥(z,t) = sign [(z — z,(t) 1] |z — z, ()|

Par définition

I'(t) ={z € / Y(z,t) = 0}
¢ fonction de niveau orthogonale a
Description implicite
Interpolation sur la base élément finis

Y(@,y,t) =Y i(t)pi(e,y)

el
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$(x,9)=0
P(x,)=0

$(x.)>0 l $(x,)<0 /['(t)
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$(x,0)=0
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Bifurcation
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Branche bifurquée peut avoir une longueur infinitésimale
Calcul différentiel
Directions courantes de bifurcation

Contrainte circonférentielle maximale

dogg 02090
a0 | a2 <°
Taux de restitution d’énergie maximal
oG ‘ 9*G
ER e

Critere mode I. o angle de bifurcation, I longueur de bifurcation

KI KII
_ Kj(a,LK;,Kp)
(Kf(o,0), Kfr(on1) = (K7 (@), Kji() A KitalKik
}k( )_0 G Kj(a,K;,Ki)

Na K@K Ki)
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Critere énergétique de Francfort et Marigo
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Instabilité de la propagation
On ne modélise pas les effets dynamiques entre deux instants
Propagation de taille finie

Flayl]=E-W+D
1 . .
g = 3 / o : £ dQ) : énergie élastique
Q-

W= pf wdQ+ / T.u dS : potentiel des efforts extérieurs
Q 0T

D = [ G. énergie dissipée en fissurant

Minimisation

(e, 1) = argmin F [a*, ["]
(o,1)

D : colit pour aller vers un état énergétique plus faible
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