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Objectifs généraux

Culture fondamentale

� Concepts de mécanique en grandes déformations
� Ecriture des comportements
� Théorie qui sous-tend le calcul numérique
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Objectifs de la séance

� Analyse thermodynamique d’un processus de déformation
� Notions énergétiques
� Relations constitutives
� Objectivité
� Principe d’indifférence matériellle
� Identificaiton expérimentale
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Plan de la séance

1 Thermodynamique du processus de déformation

2 Objectivité

3 Relations constitutives (comportement)
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Thermodynamique du processus de déformation

Conservation de la masse
Dérivée matérielle locale
Equations de bilan globale
Equations de conservation globales
Dérivée matérielle globale
Equations de bilan locales
Equation de conservation de l’énergie totale
Equation de bilan d’entropie
Equation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem
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Conservation de la masse
� ρ : masse volumique / Ωt : domaine dans la configuration actuelle

M(t) =
∫
Ωt
ρ(x, t)dΩ

� Conservation de la masse

Ṁ(t) =
∫
Ωt

∂

∂tρ(x, t)dΩ+

∫
∂Ωt

ρ(x, t)v(x, t).n(x, t)dS = 0

� Théorème de la divergence

Ṁ(t) =
∫
Ωt

Å
∂

∂tρ(x, t) + div [ρ(x, t)v(x, t)]
ã
dΩ = 0

� Vrai ∀ Ωt : conservation locale de la masse

∂

∂tρ(x, t) + div [ρ(x, t)v(x, t)] = 0
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Dérivée matérielle locale

� Le vecteur position X dans la configuration de référence.
� Le vecteur position x (X, t) dans la configuration actuelle.
� Soit g(x, t) une fonction.

ġ(x, t) = ∂g
∂t (x, t) +

∂g
∂x(x, t).

∂x
∂t

� D’où :

ġ(x, t) = ∂g
∂t (x, t) +∇g(x, t).v(x, t)
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Equations de bilan globale

� Soit G(t) une grandeur attachée à une quantité de matière.
• Masse
• Quantité de mouvement
• Energie totale

� On définit les apports AG

� On définit la production interne PG

� La variation temporelle Ġ en suivant la matière :

Ġ = AG + PG

� Exemple pour la masse M(t) :

AM = PM = 0 et Ṁ = 0
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Equations de conservation globales

� Pas de production
PG = 0

� D’où :
Ġ = AG +��ZZPG

� Exemple de conservations
• Masse : même en cas de transport
• Quantité de mouvement : équilibre
• Energie totale : premier principe de la thermodynamique
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Dérivée matérielle globale

� Soit G(t) une grandeur attachée à une quantité de matière.

G(t) =
∫
Ωt
ρ(x, t)g(x, t)dΩ

� Dérivation temporelle

Ġ(t) =
∫
Ωt

∂

∂t [ρ(x, t)g(x, t)] dΩ+

∫
∂Ωt

ρ(x, t)g(x, t)v(x, t).n(x, t)dS

� Théorème de la divergence

Ġ(t) =
∫
Ωt

Å
∂

∂t [ρ(x, t)g(x, t)] + div [ρ(x, t)g(x, t)v(x, t)]
ã
dΩ
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Dérivée matérielle globale
� Calcul des termes

∂

∂t [ρ(x, t)g(x, t)] = g∂ρ
∂t + ρ

∂g
∂t

div [ρ(x, t)g(x, t)v(x, t)] =
∂ [gρvj]

∂xj
= g∂ [ρvj]

∂xj
+
∂g
∂xj

ρvj

= gdiv [ρv] + ρ∇g.v
� Rassemblement des termes

Ġ(t) =
∫
Ωt

à
g
Å
∂ρ

∂t + div [ρv]
ã

︸ ︷︷ ︸
0

+ρ

Å
∂g
∂t +∇g.v

ã
︸ ︷︷ ︸

ġ

í
dΩ

� Finallement

Ġ(t) =
∫
Ωt
ρ(x, t)ġ(x, t)dΩ
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Equations de bilan locales
� Apport extérieur AG décomposé
� Terme volumique et un terme surfacique

AG =

∫
Ωt

aV
G(x, t)dΩ+

∫
∂Ωt

aS
G(x, t)dS

� Production interne PG est généralement volumique

PG =

∫
Ωt

pG(x, t)dΩ

� Variation temporelle de G

Ġ = AG + PG

� Dérivée matérielle globale

Ġ(t) =
∫
Ωt
ρ(x, t)ġ(x, t)dΩ
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Equations de bilan locales

� D’où ∫
Ωt

Ä
ρ(x, t)ġ(x, t)− aV

G(x, t)− pG(x, t)
ä
dΩ =

∫
∂Ωt

aS
G(x, t)dS

� Il existe aS
G tel que

aS
G(x, t) = aS

G(x, t).n(x, t)

� Flux extérieurs aS
G∫

Ωt

Ä
ρ(x, t)ġ(x, t)− aV

G(x, t)− pG(x, t)
ä
dΩ =

∫
∂Ωt

aS
G(x, t).n(x, t)dS

� Théorème de la divergence∫
Ωt

Ä
ρ(x, t)ġ(x, t)− aV

G(x, t)− pG(x, t)− div
î
aS

G(x, t)
óä
dΩ = 0
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Equations de bilan locales
� Pour tout Ωt :∫

Ωt

Ä
ρ(x, t)ġ(x, t)− aV

G(x, t)− pG(x, t)− div
î
aS

G(x, t)
óä
dΩ = 0

� Forme locale de l’équation de bilan

ρ(x, t)ġ(x, t) = aV
G(x, t) + pG(x, t) + div

î
aS

G(x, t)
ó

� Exemple : bilan de la quantité de mouvement

• g(x, t) ≡ v(x, t)
• ġ(x, t) ≡ γ(x, t) (accélération)

• aV
G(x, t) ≡ f(x, t)

• aS
G(x, t) ≡ σ(x, t) (contrainte)

• pG(x, t) = 0 (conservation)

ρ(x, t)γ(x, t) = f(x, t) + 0 + div
î
σ(x, t)

ó
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Equation de conservation de l’énergie totale

� Postulat
Il existe une énergie totale ET attachée à la quantité de matière.

� L’énergie totale comprend l’énergie cinétique EC

� On appelle énergie interne EI la différence entre ET et EC :

ET = EC + EI

� Postulat : Premier principe de la thermodynamique

L’énergie totale se conserve.
La production d’énergie totale est nulle.

PET = 0
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Equation de conservation de l’énergie totale

� Dérivée matérielle globale

ĖT = ĖC + ĖI = AET

� L’apport extérieur AET comprend la puissance des efforts extérieurs
dans le champ de vitesses réel

PEXT = PVE(v(x, t))

� La différence entre AET et PEXT est appelée apport de chaleur Q

AET = PEXT + Q

� On écrit

ĖC + ĖI = PEXT + Q
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Equation de conservation de l’énergie totale
� Energie cinétique attaché à la quantité de matière

EC(t) =
1
2

∫
Ωt
ρ(x, t)v(x, t).v(x, t)dΩ

� Dérivée matérielle globale

ĖC(t) =
∫
Ωt
ρ(x, t)γ(x, t).v(x, t)dΩ

� Accélération γ(x, t) = v̇(x, t) = ∂v
∂t (x, t) +∇ [v] .v(x, t)

� Puissance des efforts d’accélération

PVA(V∗) =

∫
Ωt
ρ(x, t)γ(x, t).V∗(x)dΩ

� Puissance des efforts d’accélération dans le champ de vitesses réel
PACC = PVA(v(x, t))

ĖC = PACC
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Equation de conservation de l’énergie totale
� Apports d’énergie totale

ĖC + ĖI = PEXT + Q

� Dérivée matérielle de l’énergie cinétique

ĖC = PACC

� Puissance des efforts intérieurs dans le champ de vitesses réel
PINT = PVI(v(x, t))

� Principe des puissance virtuelles

PINT + PEXT = PACC

� Bilan d’énergie interne
ĖI = −PINT + Q

� Apports d’énergie interne Q
� Production d’énergie interne −PINT
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Equation de conservation de l’énergie totale
� Postulat : il existe une densité massique d’énergie interne

EI(t) =
∫
Ωt
ρ(x, t)eI(x, t)dΩ et ĖI(t) =

∫
Ωt
ρ(x, t)ėI(x, t)dΩ

� Puissance des efforts intérieurs

PINT = −
∫
Ωt
σ : d dΩ

� Apport de chaleur volumique et surfacique

Q(t) =
∫
Ωt

r(x, t)dΩ−
∫
∂Ωt

q(x, t).n(x, t)dS

� Théorème de la divergence

Q(t) =
∫
Ωt

Ä
r(x, t)dΩ− div

î
q(x, t)

óä
dS

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM 26 / 99



Equation de conservation de l’énergie totale
� Densité massique d’énergie interne

ĖI(t) =
∫
Ωt
ρ(x, t)ėI(x, t)dΩ

� Puissance des efforts intérieurs

PINT = −
∫
Ωt
σ : d dΩ

� Apport de chaleur volumique et surfacique

Q(t) =
∫
Ωt

Ä
r(x, t)dΩ− div

î
q(x, t)

óä
dS

� Bilan d’énergie interne
ĖI = −PINT + Q

� Forme locale du bilan d’énergie interne∫
Ωt

Ä
ρ(x, t)ėI(x, t)− σ(x, t) : d(x, t)− r(x, t) + div

î
q(x, t)

óä
dΩ = 0
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Equation de conservation de l’énergie totale

� Forme locale du premier principe de la thermodynamique

ρ(x, t)ėI(x, t)− σ(x, t) : d(x, t)− r(x, t) + div
î
q(x, t)

ó
= 0
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Equation de bilan d’entropie
� Postulat

Il existe une grandeur scalaire appelé entropie S.
Elle mesure le “désordre” du système de particules.

Nombre d’arrangements microscopiques possibles
correspondant à l’état macroscopique

� Bilan d’entropie
Ṡ = AS + PS

� AS apport d’entropie
� PS production d’entropie
� Postulat : Second principe de la thermodynamique

La production d’entropie est positive

PS ≥ 0
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Equation de bilan d’entropie
� Postulat : il existe une densité massique d’entropie

S(t) =
∫
Ωt
ρ(x, t)s(x, t)dΩ et Ṡ(t) =

∫
Ωt
ρ(x, t)ṡ(x, t)dΩ

�
� Postulat : la production d’entropie est volumique

PS(t) =
∫
Ωt

pS(x, t)dΩ

� Second principe de la thermodynamique

PS(t) ≥ 0

� Forme locale du second principe de la thermodynamique

pS(x, t) ≥ 0
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Equation de bilan d’entropie
� Apport extérieur d’entropie AS
� Apport de chaleur Q
� Agitation moléculaire au niveau microscopique
� Pour le même apport de chaleur, l’augmentation du désordre sera

moindre si le matériau est déjà chaud et ses molécules très agitées.
� Postulat

Il existe une température absolue T(x, t)
telle que l’apport extérieur d’entropie est égal à

l’apport de chaleur divisé par la température absolue

� Terme volumique et surfacique

r(x, t)
T(x, t) et −

q(x, t).n(x, t)
T(x, t)
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Equation de bilan d’entropie

� Apport extérieur d’entropie AS

AS(t) =
∫
Ωt

r(x, t)
T(x, t)dΩ−

∫
∂Ωt

q(x, t).n(x, t)
T(x, t) dS

� Théorème de la divergence

AS(t) =
∫
Ωt

Ç
r(x, t)
T(x, t) − div

ñ q(x, t)
T(x, t)

ôå
dΩ
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Equation de bilan d’entropie
� Production d’entropie

PS(t) =
∫
Ωt

pS(x, t)dΩ

� Apports d’entropie

AS(t) =
∫
Ωt

Ç
r(x, t)
T(x, t) − div

ñ q(x, t)
T(x, t)

ôå
dΩ

� Dérivée matérielle
Ṡ(t) =

∫
Ωt
ρ(x, t)ṡ(x, t)dΩ

� Bilan d’entropie
Ṡ = AS + PS

� D’où ∫
Ωt

Ç
ρ(x, t)ṡ(x, t)− r(x, t)

T(x, t) + div
ñ q(x, t)

T(x, t)

ô
− pS(x, t)

å
dΩ = 0
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Equation de bilan d’entropie

� Calcul intermédiaire

div
ñ q(x, t)

T(x, t)

ô
=
∂
[

qj(x,t)
T(x,t)

]
∂xj

=
1

T(x, t)
∂qj(x, t)
∂xj

− qj(x, t)
T(x, t)2

∂T(x, t)
∂xj

=
div
î
q(x, t)

ó
T(x, t) −

q(x, t).∇T(x, t)
T(x, t)2

� Forme locale du bilan d’entropie

ρ(x, t)ṡ(x, t)− r(x, t)
T(x, t) +

div
î
q(x, t)

ó
T(x, t) −

q(x, t).∇T(x, t)
T(x, t)2 − pS(x, t) = 0
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Equation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem

� Forme locale du bilan d’énergie interne

ρ(x, t)ėI(x, t)− σ(x, t) : d(x, t)− r(x, t) + div
î
q(x, t)

ó
= 0

� Forme locale du bilan d’entropie

ρ(x, t)ṡ(x, t)− r(x, t)
T(x, t) +

div
î
q(x, t)

ó
T(x, t) −

q(x, t).∇T(x, t)
T(x, t)2 − pS(x, t) = 0

� Elimination de r(x, t) très difficile à connaître

σ : d − ρ (ėI − Tṡ)−
q.∇T

T = TpS
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Equation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem
� Définition de la densité massique d’énergie libre

Ψ(x, t) = eI(x, t)− T(x, t)s(x, t)

� Dérivée matérielle

Ψ̇(x, t) = ėI(x, t)− Ṫ(x, t)s(x, t)− T(x, t)ṡ(x, t)

� Combinaison des bilans d’énergie interne et d’entropie

σ : d − ρ (ėI − Tṡ)−
q.∇T

T = TpS

� Equation des bilans pour toute évolution possible

σ : d − ρ
Ä
Ψ̇ + Ṫs

ä
−

q.∇T
T = TpS
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Equation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem

� La production d’entropie pS ≥ 0 caractérise l’irréversibilité du
processus

� TpS homogène à une puissance appelée puissance dissipée volumique

D(x, t) = T(x, t)pS(x, t)

� Equation des bilans pour toute évolution possible

σ : d − ρ
Ä
Ψ̇ + Ṫs

ä
−

q.∇T
T = D
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Equation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem

� Transformation
x = ϕ(X, t)

� Gradient de la transformation

F = ∇X

î
ϕ(X, t)

ó
� Variation de volume

J = det
î
F
ó
=
ρ0(X)

ρ(x, t)
� ρ0 masse volumique dans la configuration de référence
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Equation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem

� Expression du gradient de la vitesse v(x, t) = ϕ̇(ϕ−1(x, t), t)

∇x [v(x, t)] = Ḟ.F−1

� Taux de déformation
d =

1
2
Ä
Ḟ.F−1 + tF−1. tḞ

ä
� Terme de déformation

σ : d = σ : ∇x [v] = tr
î
σ.Ḟ.F−1ó = tr

î
F−1.σ.Ḟ

ó
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Equation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem
� Tenseur de déformation de Green-Lagrange

e =
1
2
Ä tF.F − I

ä
� Taux de déformation de Green-Lagrange

ė =
1
2
Ä tḞ.F + tF.Ḟ

ä
= tF.d.F

� Tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff

π = JF−1.σ. tF−1

� On obtient les termes d’énergie élastique massiques

σ : d
2ρ =

π : ė
2ρ0
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Equation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem
� Ecriture de l’équation des bilan dans la configuration de référence

JF−1.

Ç
σ : d − ρ

Ä
Ψ̇ + Ṫs

ä
−

q.∇T
T

å
.F = JTpS

� Calcul
σ : d = tr

î
σ.d
ó
= tr

î
σ. tF−1. tF.d

ó
= σ. tF−1 : tF.d

� D’où

JF−1.σ. tF−1︸ ︷︷ ︸
π

: tF.d.F︸ ︷︷ ︸
ė

− Jρ︸︷︷︸
ρ0

Ä
Ψ̇ + Ṫs

ä
−

q0︷ ︸︸ ︷
JF−1.q .

∇XT︷ ︸︸ ︷
∇T.F

T = JTpS︸ ︷︷ ︸
TpS0

� Equation des bilans dans la configuration de référence

π : ė − ρ0
Ä
Ψ̇ + Ṫs

ä
−

q0.∇XT
T = TpS0
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Equation des bilans et Inégalité de Clausius Duhem
� Second principe de la thermodynamique

TpS = D ≥ 0

� Inegalité de Clausius Duhem

σ : d − ρ
Ä
Ψ̇ + Ṫs

ä
︸ ︷︷ ︸

DI

−
q.∇T

T︸ ︷︷ ︸
DT

= D ≥ 0

� DI : dissipation intrinsèque
� DT : dissipation thermique
� Dans la configuration de référence

π : ė − ρ0
Ä
Ψ̇ + Ṫs

ä
−

q0.∇XT
T ≥ 0
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Plan de la séance

1 Thermodynamique du processus de déformation

2 Objectivité

3 Relations constitutives (comportement)

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM 45 / 99



Objectivité

Changement de référentiel
Champs scalaires objectifs
Champs de vecteurs objectifs
Champs de tenseurs d’ordre 2 objectifs
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Changement de référentiel
Rotation

x∗ = O∗(t).x + b∗(t)

e1

e2*

O (t)*-
O (t).* b (t)*-

Ωt

x

x*

b (t)*

O (t)*

Ωt

x
x*

e2

e1*
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Changement de référentiel
Rotation
� Référentiels R : x = xiei et R∗ : x∗ = x∗i e∗i
� Rotation O∗ (tenseur orthogonal), translation b∗

ϕ∗(X, t) = O∗(t).ϕ(X, t) + b∗(t) ⇒ F∗(X, t) = O∗(t).F(X, t)

Ωt

x

x*Ω0

X

x=ϕ(   ,t)X

x =ϕ (   ,t)X* *

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM 48 / 99



Objectivité

Changement de référentiel
Champs scalaires objectifs
Champs de vecteurs objectifs
Champs de tenseurs d’ordre 2 objectifs
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Champs scalaires objectifs

Elément de volume doit être objectif
� dΩt = det

î
F
ó

dΩ0

� dΩ∗
t = det

î
F∗
ó

dΩ0

� F∗(X, t) = O∗(t).F(X, t)
� det

î
F∗(X, t)

ó
= det

î
O∗(t).F(X, t)

ó
= det

î
O∗(t)

ó
︸ ︷︷ ︸

=1

det
î
F(X, t)

ó
� D’où

dΩt = dΩ∗
t

� Définition : un champ scalaire f(x, t) est objectif ssi :

f∗(x∗, t) = f(x, t)
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Champs scalaires objectifs

Exemples de champs scalaires objectifs par définition
� Masse volumique ρ∗(x∗, t) = ρ(x, t)
� Température T∗(x∗, t) = T(x, t)
� Densité massique d’énergie interne e∗I (x∗, t) = eI(x, t)
� Densité massique d’entropie s∗(x∗, t) = s(x, t)
� Apport volumique de chaleur r∗(x∗, t) = r(x, t)
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Objectivité

Changement de référentiel
Champs scalaires objectifs
Champs de vecteurs objectifs
Champs de tenseurs d’ordre 2 objectifs
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Champs de vecteurs objectifs

Vecteur matériel doit être objectif
� dM = F.dM0
� dM∗ = F∗.dM0
� F∗ = O∗(t).F
� D’où

dM∗ = O∗(t).dM

� Définition : un champ vectoriel f(x, t) est objectif ssi :

f∗(x∗, t) = O∗(t).f(x, t)
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Champs de vecteurs objectifs
Exemples de champs de vecteur NON objectifs
� Position non objectif

ϕ∗(X, t) = O∗(t).ϕ(X, t) + b∗(t)

� Vitesse
V∗ = O∗(t).V + Ȯ∗

(t).ϕ(X, t) + ḃ∗(t)

� Or
ϕ(X, t) = TO∗(t).

Ä
ϕ∗(X, t)− b∗(t)

ä
� Champ de vitesse non objectif

V∗ = O∗(t).V + Ȯ∗
(t).TO∗(t)︸ ︷︷ ︸
anti-sym

.
Ä
ϕ∗(X, t)− b∗(t)

ä
+ ḃ∗(t)
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Champs de vecteurs objectifs
Exemples de champs de vecteur objectifs
� Champ scalaire objectif f∗(x∗, t) = f(x, t)
� Gradient

∇x∗ [f∗(x∗, t)] = ∇x [f(x, t)] .
∂x
∂x∗

� Par ailleurs

x∗ = O∗(t).x + b∗(t) ⇒ x = TO∗(t). (x∗ − b∗(t)) ⇒ ∂x
∂x∗ = TO∗(t)

� D’où
∇x∗ [f∗(x∗, t)] = ∇x [f(x, t)] .

∂x
∂x∗ = ∇x [f(x, t)] .TO∗(t)

= O∗(t).∇x [f(x, t)]

� Le gradient d’un champ scalaire objectif est objectif
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Champs de vecteurs objectifs

Exemples de champs de vecteur objectifs
� Gradient de la masse volumique ∇ρ
� Gradient de température ∇T

Champs de vecteur objectifs par définition
� Flux de chaleur

q∗(x∗, t) = O∗(t).q(x, t)
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Objectivité

Changement de référentiel
Champs scalaires objectifs
Champs de vecteurs objectifs
Champs de tenseurs d’ordre 2 objectifs
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Champs de tenseurs d’ordre 2 objectifs

Tenseur matériel doit être objectif
� dM1 ⊗ dM2
� dM∗

1 = O∗(t).dM1

� dM∗
2 = O∗(t).dM2 = dM2.

TO∗(t)
� D’où

dM∗
1 ⊗ dM∗

2 = O∗(t). [dM1 ⊗ dM2] .
TO∗(t)

� Définition : un champ tensoriel d’ordre 2 f(x, t) est objectif ssi :

f∗(x∗, t) = O∗(t).f(x, t).TO∗(t)
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Champs de tenseurs d’ordre 2 objectifs
Exemples de tenseur d’ordre 2 NON objectifs
� Gradient de la transformation non objectif

F∗(X, t) = O∗(t).F(X, t)

� Gradient du champ de vitesse non objectif

V∗ = O∗(t).V + Ȯ∗
(t).ϕ(X, t) + ḃ∗(t)

∇x∗V∗ = O∗(t).∇xV. ∂x
∂x∗︸︷︷︸

TO∗(t)

+Ȯ∗
(t). ∇Xϕ︸ ︷︷ ︸

TO∗(t).F∗

.
∂X
∂x∗︸︷︷︸
[F∗]

−1

∇x∗V∗ = O∗(t).∇xV.TO∗(t) + Ȯ∗
(t).TO∗(t)
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Champs de tenseurs d’ordre 2 objectifs

Exemples de tenseur d’ordre 2 NON objectifs
� Tenseur de dilatation de Cauchy non objectif

C∗ = TF∗.F∗ = TF. TO∗(t).O∗(t)︸ ︷︷ ︸
1

.F = C

� Chaque composante scalaire du tenseur est objective
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Champs de tenseurs d’ordre 2 objectifs

Exemples de tenseur d’ordre 2 objectifs
� Taux de déformation objectif

d =
1
2
[
∇xV + T∇xV

]
et d∗ = 1

2
[
∇x∗V∗ + T∇x∗V∗

]
� Gradient du champ de vitesse

∇x∗V∗ = O∗(t).∇xV.TO∗(t) + Ȯ∗
(t).TO∗(t)︸ ︷︷ ︸

A.S

� D’où
d∗ = O∗(t).d.TO∗(t)

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM 61 / 99



Champs de tenseurs d’ordre 2 objectifs

Tenseur d’ordre 2 objectifs par définition
� Tenseur de contrainte de Cauchy objectif

σ∗ = O∗(t).σ.TO∗(t)

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM 62 / 99



Plan de la séance

1 Thermodynamique du processus de déformation

2 Objectivité

3 Relations constitutives (comportement)
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Relations constitutives (comportement)

Notations
Définition des processus
Données
Grandeurs constitutives
Relations constitutives
Principe d’indifférence matérielle
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Notations
Histoire d’une grandeur
� Histoire de la grandeur en X fixé jusqu’à l’instant t

gX : τ ∈ [0, t] 7→ g(X, τ)
• Exemple : trajectoire d’une particule X, ϕX

� Distribution d’une grandeur à l’instant t

gt : X ∈ Ω0 7→ g(X, t)
• Exemple : configuration à l’instant t, ϕt

� Histoire de la distribution sur Ω0 jusqu’à l’instant t

g : (X, τ) ∈ Ω0 × [0, t] 7→ g(X, τ)
• Exemple : histoire de la configuration, ϕ
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Relations constitutives (comportement)

Notations
Définition des processus
Données
Grandeurs constitutives
Relations constitutives
Principe d’indifférence matérielle
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Définition des processus

Processus jusqu’à t sur Ω0

Inconnues principales
� Histoire de la distribution de la position

ϕ : (X, t) ∈ Ω0 × [0, t] 7→ ϕ(X, t)

� Histoire de la distribution de température

T : (X, t) ∈ Ω0 × [0, t] 7→ T(X, t)

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM 67 / 99



Relations constitutives (comportement)

Notations
Définition des processus
Données
Grandeurs constitutives
Relations constitutives
Principe d’indifférence matérielle
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Données

Données
� Histoire de la distribution de forces massiques

fm : (X, t) ∈ Ω0 × [0, t] 7→ fm(X, t)

� Histoire de la distribution des appports volumique de chaleur

r : (X, t) ∈ Ω0 × [0, t] 7→ r(X, t)
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Relations constitutives (comportement)

Notations
Définition des processus
Données
Grandeurs constitutives
Relations constitutives
Principe d’indifférence matérielle
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Grandeurs constitutives
Inconnues auxiliaires réduites
� Histoire de la distribution de densité massique d’énergie interne

eI : (X, t) ∈ Ω0 × [0, t] 7→ eI(X, t)

� Histoire de la distribution des flux de chaleur
q : (X, t) ∈ Ω0 × [0, t] 7→ q(X, t)

� Histoire de la distribution des contraintes de Cauchy
σ : (X, t) ∈ Ω0 × [0, t] 7→ σ(X, t)

� Histoire de la distribution de densité massique d’entropie
s : (X, t) ∈ Ω0 × [0, t] 7→ s(X, t)

� Histoire de la distribution de densité volumique de production
d’entropie ps : (X, t) ∈ Ω0 × [0, t] 7→ ps(X, t)
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Relations constitutives (comportement)

Notations
Définition des processus
Données
Grandeurs constitutives
Relations constitutives
Principe d’indifférence matérielle
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Relations constitutives
Relation générale : inconnues principales vs auxiliaires

Fonctionnelle des histoires des distributions ϕ,T

� ϕ : (X, t) ∈ Ω0 × [0, t] 7→ ϕ(X, t)
� T : (X, t) ∈ Ω0 × [0, t] 7→ T(X, t)

F :
î
ϕ,T
ó
∈ C(Ω0 × [0, t] ,R3)× C(Ω0 × [0, t] ,R) → C(Ω0 × [0, t] ,R)

� Densité massique d’énergie libre : E
î
ϕ,T
ó
= eI

� Flux de chaleur : Q
î
ϕ,T
ó
= q

� Contrainte de Cauchy : Σ
î
ϕ,T
ó
= σ

� Densité massique d’entropie : S
î
ϕ,T
ó
= s

� Densité volumique de production d’entropie : P
î
ϕ,T
ó
= ps
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Relations constitutives

Relation générale : inconnues principales vs auxiliaires
Ce comportement est non local
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Relations constitutives

Hypothèse des matériaux simples : comportement local
Inconnues auxiliaires en X à l’instant t fonctions locales du processus

Inconnues principales en X à l’instant t dans le voisinage seulement
(1ier gradient)

Histoires : ϕX,∇ϕX,TX,∇TX

� ∇ϕX : τ ∈ [0, t] 7→ ∇ϕ(X, t)
� ϕX : τ ∈ [0, t] 7→ ϕ(X, t)
� TX : τ ∈ [0, t] 7→ T(X, t)
� ∇TX : τ ∈ [0, t] 7→ ∇T(X, t)
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Relations constitutives

Hypothèse des matériaux simples : comportement local
� Fonctionnelle d’histoire

FX,t :
[
ϕX,∇ϕX,TX,∇TX

]
∈ C([0, t])4 → Rp

� Energie libre : EX,t
[
ϕX,∇ϕX,TX,∇TX

]
= eI(x, t)

� Flux de chaleur : QX,t
[
ϕX,∇ϕX,TX,∇TX

]
= q(x, t)

� Contrainte de Cauchy : ΣX,t
[
ϕX,∇ϕX,TX,∇TX

]
= σ(x, t)

� Densité massique d’entropie : SX,t
[
ϕX,∇ϕX,TX,∇TX

]
= s(x, t)

� Production d’entropie : PX,t
[
ϕX,∇ϕX,TX,∇TX

]
= ps(x, t)
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Relations constitutives (comportement)

Notations
Définition des processus
Données
Grandeurs constitutives
Relations constitutives
Principe d’indifférence matérielle
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Principe d’indifférence matérielle
Comportement indépendant de l’observateur
� Changement d’observateur ∀ τ ∈ [0, t]

x∗ = O∗(τ).x + b∗(τ)

� Densité massique d’énergie libre : objectif

e∗I (ϕ∗(X, τ), τ) = eI(ϕ(X, τ), τ)

� Relations constitutives, ∀O∗(τ), ∀ b∗(τ)

EX,t
[
ϕX,∇ϕX,TX,∇TX

]
= eI(x, t)

EX,t
[
ϕ∗X,∇ϕ

∗
X,T

∗
X,∇T∗

X
]
= e∗I (x, t)
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Principe d’indifférence matérielle
Comportement indépendant de l’observateur
� Relations constitutives, ∀O∗(τ), ∀ b∗(τ)

EX,t
[
ϕX,∇ϕX,TX,∇TX

]
= EX,t

[
ϕ∗X,∇ϕ

∗
X,T

∗
X,∇T∗

X
]

� Premier choix : l’observateur * suit la particule sans tourner

⇒ O∗(τ) = 1 et ∀ τ ∈ [0, t] , b∗(τ) = −ϕ(X, τ)

ϕ∗X = 0 F∗
X = FX T∗

X = TX ∇T∗
X = ∇TX

� D’où
∀ϕX, EX,t

[
ϕX,FX,TX,∇TX

]
= EX,t

[
0,FX,TX,∇TX

]
� ⇒ EX,t indépendant de la position ϕX
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Principe d’indifférence matérielle
Comportement indépendant de l’observateur
� Théorème de décomposition (R : rotation, U : déformation pure)

F(X, τ) = R(X, τ).U(X, τ)

� Deuxième choix : l’observateur * tourne avec la particule

⇒ ∀ τ ∈ [0, t] , O∗(τ) = TR(X, τ) et b∗(τ) = 0

F∗
X = UX T∗

X = TX ∇T∗
X = ∇TX

� D’où
∀RX, EX,t

ïî
R.U
ó
X ,TX,∇TX

ò
= EX,t

[
UX,TX,∇TX

]
� ⇒ EX,t indépendant de RX
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Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur

� Energie libre : EX,t
[
UX,TX,∇TX

]
= eI(x, t)

� Densité massique d’entropie : SX,t
[
UX,TX,∇TX

]
= s(x, t)

� Production d’entropie : PX,t
[
UX,TX,∇TX

]
= ps(x, t)

La densité massique d’énergie libre, d’entropie et la densité volumique
de production d’entropie ne dépendent pas de la rotation de la matrière

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM 81 / 99



Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur
� Flux de chaleur : objectif

q∗(ϕ∗(X, τ), τ) = O∗(t).q(ϕ(X, τ), τ)

� Relations constitutives, ∀O∗(τ), ∀ b∗(τ)

QX,t
[
ϕX,FX,TX,∇TX

]
= q(x, t)

QX,t
[
ϕ∗X,F

∗
X,T

∗
X,∇T∗

X
]
= q∗(x, t)
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Principe d’indifférence matérielle
Comportement indépendant de l’observateur
� Relations constitutives, ∀O∗(τ), ∀ b∗(τ)

QX,t
[
ϕX,FX,TX,∇TX

]
= TO∗(t).QX,t

[
ϕ∗X,F

∗
X,T

∗
X,∇T∗

X
]

� Premier choix : l’observateur * suit la particule sans tourner

⇒ O∗(τ) = 1 et ∀ τ ∈ [0, t] , b∗(τ) = −ϕ(X, τ)

ϕ∗X = 0 F∗
X = FX T∗

X = TX ∇T∗
X = ∇TX

� D’où
∀ϕX, QX,t

[
ϕX,FX,TX,∇TX

]
= QX,t

[
0,FX,TX,∇TX

]
� ⇒ QX,t indépendant de la position ϕX
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Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur
� Théorème de décomposition (R : rotation, U : déformation pure)

F(X, τ) = R(X, τ).U(X, τ)

� Deuxième choix : l’observateur * tourne avec la particule

⇒ ∀ τ ∈ [0, t] , O∗(τ) = TR(X, τ) et b∗(τ) = 0

F∗
X = UX T∗

X = TX ∇T∗
X = ∇TX

� D’où
QX,t

[
FX,TX,∇TX

]
= R(X, t).QX,t

[
UX,TX,∇TX

]
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Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur

� Flux de chaleur : R(X, t).QX,t
[
UX,TX,∇TX

]
= q(x, t)

L’histoire de la rotation de la matière n’intervient pas
Seule la rotation actuelle de la matière intervient
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Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur
� Contrainte de Cauchy : objectif

σ∗(ϕ∗(X, τ), τ) = O∗(t).σ(ϕ(X, τ), τ).TO∗(t)

� Relations constitutives, ∀O∗(τ), ∀ b∗(τ)

ΣX,t
[
ϕX,FX,TX,∇TX

]
= σ(x, t)

ΣX,t
[
ϕ∗X,F

∗
X,T

∗
X,∇T∗

X
]
= σ∗(x, t)
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Principe d’indifférence matérielle
Comportement indépendant de l’observateur
� Relations constitutives, ∀O∗(τ), ∀ b∗(τ)

ΣX,t
[
ϕX,FX,TX,∇TX

]
= TO∗(t).ΣX,t

[
ϕ∗X,F

∗
X,T

∗
X,∇T∗

X
]
.O∗(t)

� Premier choix : l’observateur * suit la particule sans tourner

⇒ O∗(τ) = 1 et ∀ τ ∈ [0, t] , b∗(τ) = −ϕ(X, τ)

ϕ∗X = 0 F∗
X = FX T∗

X = TX ∇T∗
X = ∇TX

� D’où
∀ϕX, ΣX,t

[
ϕX,FX,TX,∇TX

]
= ΣX,t

[
0,FX,TX,∇TX

]
� ⇒ ΣX,t indépendant de la position ϕX

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM 87 / 99



Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur
� Théorème de décomposition (R : rotation, U : déformation pure)

F(X, τ) = R(X, τ).U(X, τ)

� Deuxième choix : l’observateur * tourne avec la particule

⇒ ∀ τ ∈ [0, t] , O∗(τ) = TR(X, τ) et b∗(τ) = 0

F∗
X = UX T∗

X = TX ∇T∗
X = ∇TX

� D’où
ΣX,t

[
FX,TX,∇TX

]
= R(X, t).ΣX,t

[
UX,TX,∇TX

]
.TR(X, t)
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Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur

� Contrainte : R(X, t).ΣX,t
[
UX,TX,∇TX

]
.TR(X, t) = σ(x, t)

L’histoire de la rotation de la matière n’intervient pas
Seule la rotation actuelle de la matière intervient
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Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur

� Energie libre : EX,t
[
UX,TX,∇TX

]
= eI(x, t)

� Densité massique d’entropie : SX,t
[
UX,TX,∇TX

]
= s(x, t)

� Production d’entropie : PX,t
[
UX,TX,∇TX

]
= ps(x, t)

� Flux de chaleur : R(X, t).QX,t
[
UX,TX,∇TX

]
= q(x, t)

� Contrainte : R(X, t).ΣX,t
[
UX,TX,∇TX

]
.TR(X, t) = σ(x, t)

L’histoire de la rotation de la matière n’intervient pas
Seule la rotation actuelle de la matière intervient
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Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur
� Passage dans la configuration de référence

F(X, t) = R(X, t).U(X, t) ⇒
®

F−1(X, t) = U(X, t)−1.TR(X, t)
TF−1(X, t) = R(X, t).TU(X, t)−1

J = det
î
F
ó
= det

î
R.U
ó
= det

î
R
ó

︸ ︷︷ ︸
1

.det
î
U
ó

C(X, t) = TF.F = TU.U
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Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur
� Passage dans la configuration de référence

e0(X, t) = eI(ϕ(X, t), t)

C(X, t) = TF.F = TU.U

EX,t
[
UX,TX,∇TX

]
= eI(x, t)

E0
X,t

[
CX,TX,∇TX

]
= e0(X, t)

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM 92 / 99



Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur
� Passage dans la configuration de référence

s0(X, t) = s(ϕ(X, t), t)

C(X, t) = TF.F = TU.U

SX,t
[
UX,TX,∇TX

]
= s(x, t)

S0
X,t

[
CX,TX,∇TX

]
= s0(X, t)
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Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur
� Passage dans la configuration de référence

p0(X, t) = J(X, t)ps(ϕ(X, t), t)

C(X, t) = TF.F = TU.U

PX,t
[
UX,TX,∇TX

]
= ps(x, t)

P0
X,t

[
CX,TX,∇TX

]
= p0(X, t)
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Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur
� Passage dans la configuration de référence

q0(X, t) = J(X, t)F−1(X, t).q(ϕ(X, t), t)

F−1(X, t) = U(X, t)−1.TR(X, t)

R(X, t).QX,t
[
UX,TX,∇TX

]
= q(x, t)

Q0
X,t

[
CX,TX,∇TX

]
= q0(X, t)
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Principe d’indifférence matérielle
Comportement indépendant de l’observateur
� Passage dans la configuration de référence

π(X, t) = J(X, t)F−1(X, t).σ(ϕ(X, t), t).TF−1(X, t)

F−1(X, t) = U(X, t)−1.TR(X, t)

TF−1(X, t) = R(X, t).TU(X, t)−1

R(X, t).ΣX,t
[
UX,TX,∇TX

]
.TR(X, t) = σ(x, t)

Π0
X,t

[
CX,TX,∇TX

]
= π(X, t)
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Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur
� Choix fréquent

E0
X,t

[
CX,TX,���∇TX

]
= e0(X, t)

S0
X,t

[
CX,TX,���∇TX

]
= s0(X, t)

P0
X,t

[
CX,TX,∇TX

]
= p0(X, t)

Q0
X,t

[
CX,TX,∇TX

]
= q0(X, t)

Π0
X,t

[
CX,TX,���∇TX

]
= π(X, t)

� Comportement matériau : E0
X,t,S0

X,t,P0
X,t,Q0

X,t,Π
0
X,t
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Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur
� Densité massique d’énergie libre

ψ0(X, t) = e0(X, t)− T(X, t)s(X, t)

E0
X,t

[
CX,TX

]
= e0(X, t)

S0
X,t

[
CX,TX

]
= s0(X, t)

� D’où

Ψ0
X,t

[
CX,TX

]
= ψ0(X, t)
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Principe d’indifférence matérielle

Comportement indépendant de l’observateur
� Grandeurs constitutives
� Observables

σ : d − ρ
Ä
Ψ̇ + Ṫs

ä
︸ ︷︷ ︸

DI

−
q.∇T

T︸ ︷︷ ︸
DT

= D ≥ 0

π : ė − ρ0
Ä
Ψ̇0 + Ṫs0

ä
−

q0.∇XT
T ≥ 0

� Comportement matériau : E0
X,t,S0

X,t,P0
X,t,Q0

X,t,Π
0
X,t

� Doit vérifier l’équation des bilans pour toute évolution possible
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